Méthode de Monte-Carlo

Théoreme

On note D = [0,1]% € R? que 'on munit de la mesure de Lebesque. Soient f € LY(D) et
(Yo)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées définies
de loi uniforme sur D définies sur ’espace probabilisé (Q, A,P). On pose pour tout n € N,
X,=foY,etX, = % 1 X;. Alors

(i) la suite (X,)n>1 converge P-presque sirement vers I = [, f(x)dx ;

2
(ii) si de plus f € L>°(D) alors pour tout 0 < & < “”]{‘“2 on a

_ —ne?
P(|X, —I| >¢) < 2exp () :
41 £115
Démonstration :

(i) Les variables aléatoires Y;, sont indépendantes, les X, le sont donc aussi. De plus les X,
sont de méme loi et par le théoréme de transfert et ’hyptohese que f € L'(D), elles
admettent une moyenne. On va donc pouvoir appliquer la loi forte des grands nombres a
la suite (X,),. Calculons 'espérance de X7, par le théoréeme du transfert et puisque les
Y,, sont de loi uniformes sur [0, 1]¢

E(X) = [ f(x)dPy,

= [ fl@)lge(z)de = 1.

=,
Donc d’apres la loi forte des grands nombres on a :

X, 251
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(ii) e Remarquons que puisque f € L>®(D) on a f € L*(D) et X; € L?(Q).

e Premiére majoration de P(X, — I > ¢) : posons pour tout n € N, e, = X,, — I et
soient € > 0 et a > 0 on a alors :

FE(een
Ple, > ¢) =P(e* > e*) < (e )
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Et,
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Or, une étude rapide la fonction ¢ — e~(1 + ¢ + ¢?) montre que pour tout [t/ < 1 on a :

e <14+t +¢2 (1)

. De plus pour presque tout x € D on a par inégalité triangulaire :

f@) = 1< 1@+ [ f@)da] <251

Ainsi on peut appliquer (1) des que o < , on obtient alors :
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Car In(1 +¢) <t dés que t est positif. On obtient alors pour tout a <

n
2[[fll oo

P(e, > ¢) < exp(—ae) exp (O; ||f||§> = exp [a (oz”anQ — 5)1 .

2
e Optimisation de « : On cherche ay minimisant « (a”i”? — e), c’est-a-dire ag = QHSJ?HQ'
2
On a alors 2
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Donc pour tout 0 < & < ||||JZ”H|I2 :
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e De méme on montre que pour tout 0 < ¢ <

1l
2
—&'n
P(—e, < —¢) < exp <2> :
41 £l
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Ainsi on obtient bien que pour tout 0 < € < H”J{||H2 :

_ —en
P(|X, —I| >¢) <exp <> :
4111115

Bonus (Intervalle de confiance)
On suppose f € L?(D), par la loi forte des grands nombres :

A= LG S X S V).

n “ n—-+00
=1

Donc d’apres le théoreme central limite et le lemme de Slutsky :

@(Yn — ) 5 Z~N(©0,1).

An n—-+0o

Des lors des que n est assez grand :
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